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ME 


(A) मुख्य अवधारणाएँ और परिणाम 


° एक त्रिभुज ७80, जिसका कोण छ समकोण है, कोण ^ के त्रिकोणमितीय अनुपात इस प्रकार 
परिभाषित किए जाते हैं; FA 


८4 की सम्मुख भुजा_ BC 
कर्ण AC 





८ ^ का ine (साइन )= sin A = 


८A कौ आसन्न भुजा _ AB 
कर्ण AC 





८A का C० (कोसाइन)= ८०५ A = 




















८4 की सम्मुख भुजा BC * 
टैनजेंट) = } = आकृति 8.7 
८ ^ का tangent (टैनर्जट) = tan A = ८4 की आसन्न भुजा र 
l AC 
कोसीकेट = = 
A का cosecant( )= cosec A dnAञ BC 
व l AC 
~^ का secant (सीकट) = sec A = = 
COSA AB 
l AB 
का कोटेंजेंट) = = 
८A का cotangent ( )=cot A EA BC 
sinA COSA 
tan A= Cosa COA= Sina 
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प्रश्न प्रदर्शिका 
यदि कोण वही रहे, तो एक कोण के त्रिकोणमितीय अनुपात त्रिभुज की भुजाओं की लंबाइयों के 
साथ बदलते (विचरित) नहीं हैं। 


यदि किसी कोण का एक त्रिकोणमितीय अनुपात दिया हो, तो उसके अन्य त्रिकोणमितीय 
अनुपात निर्धारित किए जा सकते हैं। 
कोणों 0°, 30°, 45°, 60° और 90° के त्रिकोणमितीय अनुपात : 





®. नही 
नहीं हा 
॥ 


आ॥ 4 या ८०५4 का मान | से अधिक कभी नहीं होता हे, जबकि ८०४९८ ^ या ९८ ^ का मान 
सदैव । से बड़ा या उसके बराबर होता है। 


पूरक कोणों के त्रिकोणमितीय अनुपातः 

sin (907 - 0) = cos ७, ०05 (90? - 0) ८" शा 

tan (907 - ७) 5 ०0 ७, ०0 (907? - 3) ८ था 

sec (90° — A) = cosec A, cosec (90° - A) = sec A 
त्रिकोणमितीय सर्वसमिकाएँ : 

cos A+sin A= | 

] + tan’A = sec’A 

cot A+ l= cosec’A 
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१ किसी प्रेक्षक की आँख से उस वस्तु के बिंदु तक की रेखा जिसे प्रेक्षक देखता है “दृष्टि रेखा” 
कहलाती है। 


* देखी जाने वाली वस्तु का 'उन्नयन कोण' वह कोण है जो दृष्टि रेखा क्षेतिज रेखा से बनाती है, 
जबकि वह वस्तु क्षेतिज स्तर रेखा से ऊपर होती है। 


* देखी जाने वाली वस्तु का 'अवनमन कोण' वह कोण है जो दृष्टि रेखा क्षेतिज रेखा से बनाती है, 
जबकि वह वस्तु क्षैतिज स्तर (रेखा) से नीचे होती है। 


* किसी वस्तु की ऊँचाई या लंबाई अथवा दो भिन्न वस्तुओं के बीच की दूरी त्रिकोणमितीय अनुपातों 
को सहायता से निर्धारित की जा सकती है। 


(8) बहु विकल्पीय प्रश्‍न 
दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए: 
प्रतिदर्श प्रश्न | : ($in30° + ०0530") - ($in60` + ००560”) का मान है 


(AF = (B) 0 (C)»Il (D) 2 
हल : उत्तर (8) 
tan 30° 
प्रतिदर्श प्रश्न 2 : ज्ञात कॉ मान है 
I | ठी 
(A) Ro) (B) RE ((०) 3 (2) | 
हल : उत्तर (0) 


प्रतिदर्श प्रशन 3 : (आ॥ 457 + ००६ 45०) का मान हे 


| ठ 3 

(A) ह) (30७ 2 (C) चः (D) | 

हल : उत्तर (8) 
प्रश्नावली 8.] 

दिए हुए चार विकल्पों में से सही उत्तर चुनिए: 
]. यदि ८०७ ^ = डदै तो ४20 ^ का मान है 

न न न 

(A) ड B) 7 (C) 3 (D) ड 
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प्रश्न प्रदर्शिका 


I 
,यदि $ A = ठ है, तो ००५» का मान है 


(A) २3 (B) ज (C) र (D) I 
. व्यंजक [८०७९८ (75° + 9) - ५९८ (5° - 6) - tan (55° + 9) + ०० (35° - 6)] का मान है 
CAD (B) 0 (C) I (D) 
. यदि ऽ¡n 0 = ठ दिया है, तो ८०४0 बराबर है 
ड b |b = ४० 











(A) Yb? a? ह (B) र्न (C) ; (D) 0? a? 


. यदि ८०४ (० + ) = 0 हो, तो $n (० - ) को निम्नलिखित के रूप में बदला जा सकता है 


(A) ०05 3 (B) ८००5 25 (C) sino (D) sin2o 


. (tanl° tan2° tan3? ... 089°) का मान है 


के 


(A) 0 (8) N (C) +2 (2) 7 

. यदि ८०५ 90 = $० है औरं 9७ < 90° है, तो ४७० 5७ का मान है 
(A) ज (B) 43 (©) | (D) 0 

« यदि ABC एक समकोण त्रिभुज है जिसमें कोण € समकोण है, तो ८०५ (७ +8) का मान है 
(A) 0 (B) I © 3 (D) 


. यदि ऽ + ऽ¡02^ = | है, तो व्यंजक (cos”A + ०0४7७) का मान है 


(A) | B) 5 (©) 2 (D) 3 


यदि $0 = - और ८०७ = ~ दिया है, तो (0 + 3) का मान है 
(A) 0° (B) 30° (C) 60° (D) 90° 
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sin’ 22°+sin” 68° 2 

व्यंजक + sin” 63°+cos 63° sin 27° 
Il. Ee क न का मान है 

(A) 3 (B) 2 CQ | (2) 0 

4sin0—cos0 

2. यदि 4 ३०6 = 3 है, तो | तू 6 7८756 | बराबर है 

क ~ य ~ ल 

७) 3 8) 3 (० D) 7 
3. यदि $¡n0 - ०050 = 0 है, तो (ऽ¡0*9 + ८०४9) का मान है 

A |; B र C र D हु 

(A) ७) यू 6 ५ 7 D) 
I4. sin (45° + 6) - ८०७ (45° - 6) बराबर है 

(A) 2 cos (B) 0 (0) 2sin9 D) I 


।5. 67 ऊँचे एक खंभे की छाया भूमि पर2/3 ० लंबी है। तब, उस समय सूर्य का उन्नयन कोण है 
(A) 60° (B) 45९ (0) 30९ (D) 90° 


(0) तर्क के साथ संक्षिप्त उत्तरीय प्रशन 


सत्य या असत्य लिखिए और अपने उत्तर का औचित्य A : 


प्रतिदर्श प्रश्न : $00 + ०050 का मान सदैव I 
से बड़ा होता है। 


हल : असत्य। 
9 = 0° के लिए (४6 + ८०७6) का मान | है। 


प्रतिदर्श प्रशन 2 : 09 का मान (6 < 90°) बढ़ता 
है, जब 0 बढ़ता है 

हल : सत्य। 

आकृति 8.2 में, जैसे-जैसे बिंदु 8 भुजा 80 के 
अनुदिश ८ के निकट आता जाता है, वैसे-वैसे ह र 
6) 0 बढ्ता जाता है (9, > 9, 6, > 6,, ...) तथा आकृति 8.2 | 
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0) BC घटता जाता हे (B,C < BC, B,C < B,C, ...) 
इस प्रकार, लंब AC स्थिर रहता है तथा आधार 80 घटता जाता है। अतः ३१6 बढ़ता जाता है, जब 
0 बढ़ता जाता है। 


प्रतिदर्श प्रशन 3: जब 0 बढ़ता जाता है, $।06 की तुलना में ६806 तीव्र गति से बढ़ता है। 
हल : सत्य। 
हम जानते हैं कि जब 6 बढ़ता हे तो $¡00 बढ़ता है, परंतु ००५9 घटता जाता है। 


हे sinQ 
हमें प्राप्त है: ॥0= 
cos 0 


अब जब 0 बढ़ता है, तो $00 बढ़ता है परंतु ८०50 घटता जाता है। अतः (200 की स्थिति में अंश बढ़ता 





sin 
] 
है, अर्थात्‌ । रहता है। अतः जब 0 बढ़ता है, तो ५/00 की तुलना में 006 तीव्र गति से बढ़ता है। 


जाता है, परंतु हर घटता जाता है। परंतु $00 की स्थिति में, जिसे के रूप में लिखा जा सकता 





l न | 
प्रतिदर्श प्रश्‍न 4 : ऽ¡06 का मान ब है, जहाँ '४' एक धनात्मक संख्या है। 


हल: असत्य। 


°] 


हर ] I Fe 
हम जानते हैं कि ४० पद्ध हैं? अर्थात ०+22 है, परंतु $09 का मान । से बड़ा नहीं होता 
a 


है। 


वैकल्पिक रूप से, यहाँ तीन संभावनाएं हैं: 


l 
स्थिति ।. यदि ८<। है, तो RE 

l 
स्थिति 2. यदि ८-। है, तो Ca 


I 
स्थिति 3. यदि ८>। है, तो ह Fl 


परंतु $7 0 का मान ! से बड़ा नहीं हो सकता। 
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प्रश्नावली 8.2 
निम्नलिखित में से प्रत्येक में, “सत्य” या 'असत्य' लिखिए तथा अपने उत्तर का औचित्य दीजिए: 


tan 47? 
हे =] 
cot 43° है 
2. व्यंजक (८०७? 23° - ऽ? 67°) का मान धनात्मक है। 
3. व्यंजक ($n 80° - ००$ 80%) का मान ऋणात्मक है। 





4. J —c0s? 9) sec? 9 = tan9 

5. यदि 0050 + ०0520 = | है, तो ऽn24 + $n*^ = | है। 

6. (tan 0 +2) (2 tan 0 + ]) = 5 tan 0 + 5००१ है। 

7. यदि एक मीनार की छाया की लंबाई बढ़ रही है, तो सूर्य का उन्नयन कोण भी बढ़ रहा है। 

8. यदि एक झील की सतह से 3 मीटर ऊपर एक प्लेटफार्म पर खड़ा एक व्यक्ति किसी बादल और 
झील में उसके परावर्तन को देखता है, तो उस बादल का उन्नयन कोण उसके परावर्तन के 
अवनमन कोण के बराबर होता है। 


I है . 
9. 2500 का मान ०+ हो सकता है, जहाँ ८ एक धनात्मक संख्या है और ८ ॐ [है। 


g्+ 


9? ws ws हें 
।0. ००५१८ ठद03 हैः जहाँ ० और ४ ऐसी दो भिन्न संख्याएँ हैं कि ८७ > 0 है। 


॥. किसी मीनार की चोटी का उन्नयन कोण 30° है। यदि मीनार की ऊँचाई दुगुनी हो जाए, तो इसकी 
चोटी का उन्नयन कोण भी दुगुना हो जाएगा। 

2. यदि एक मीनार की ऊँचाई तथा उसके आधार से प्रेक्षण बिंदु की दूरी दोनों ही 0% बढ़ जाते 
हैं, तो चोटी का उन्नयन कोण वही रहता है। 

(D) संक्षिप्त उत्तरीय प्रश्न 

प्रतिदर्श प्रश्न । : सिद्ध कीजिए कि ¡059 + ८०55 + 35? ८०४0 = | है। 

हल : हम जानते हैं कि $? + ८०४१9 = ] 

अतः, (sin’9 + cos)’ = [ 

या, ($in?9)? + (०0520)7 + 3sin’0 ०0४26 (sin? + ०0520) = [ 


या, sin®Q + cos 9 + 3920 cos’9 ८ 
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प्रतिदर्श प्रशन 2 : सिद्ध कीजिए कि (ऽ।n*9 - ०0४४9 +।) ०05८००७ = 2 है। 
हल : 
बायाँ पक्ष = (sind — ०0870 +I) cosec’9 

= [(sin’d - ०0526) (sin’0 + ०0570) + l] cosec0 

= (sin’0 — ०0520 + ]) cosec?0 

[क्योंकि $n ?9 + ८०४0 =] 
= 2sin?d cosec?d [क्योंकि ।- ८०७ २9 = ऽin?0 ] 
=2 = दायाँ पक्ष 


प्रतिदर्श प्रशन 3 : यदि ८+ $ = 90° दिया है, तो दर्शाइए कि 





Jcosocosecp—cos asin &cosecp—cosasinp =sino 


हलः 





Jcosacosec—cososing &cosecp—coswsinp = Jcoso:cosec(90°—o)—cos asin (90°—0) 0९००४९९० (90? - 0) - ००४ asin (90? - ७५) 


[०+ = 90° दिया है] 





= Jcososeco—costucosd 05९००-००४ ०००४० 





= Jl-cos?o, —cos™Q 
=sSin 0 
प्रतिदर्श प्रश्न 4 : यदि जा 6 +८०80 = शि है, तो सिद्ध कीजिए कि ४27 0 + c० 9 = । है। 


हलः 


sin 0 + cos 0 = २53 (दिया है) 
या, (sin 0 + cos 0):2- 3 
या, sin’ 0 + ०0570 + 2sinB ०050 = 3 

2sind ०८050 = 2 [sin?0 + cos?9 = ]] 
या, sin 0 ०0850 =] = sin’ + ०0520 
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_sin 26+0052 6 
50 sinOcos0 


अतः, tan9 + ०090 = | 
प्रश्नावली 8.3 
निम्नलिखित को सिद्ध कीजिए (प्रश्‍न । से प्रश्‍न 7 तक) : 


sin I+cos0 
* I+cos0 sin 


= 2cosec9 





tanA tanA 
2 — = 2cosec A 
* I+sSecA l—secA 





3 I2 
3. यदि ३7 4 = 7 है, तो $n^ ८०४4 = >> है। 
4 25 
4. (sin & + cos 0) (tan & + cot 0) = sec 0७ + cosec 0 


5. [4३+]] (3 - cot 30°) = tan: 60° - 2 sin 60° 


cot? a 
6. + उपज 5 coseco 
I+coseco 


7. tan 0 + tan (90° — 0) = sec 0 sec (90° - 0) 
8. सूर्य का उस समय उन्नयन कोण ज्ञात कीजिए, जब # मीटर ऊँचे एक खंभे की छाया की लंबाई 
२5% मीटर है। 


9. यदि \/3 (7 0 = | है, तो $।n?9 - ००४? 6 का मान ज्ञात कौजिए। 


20. 5 मीटर लंबी एक सीढ़ी एक ऊर्ध्वाधर दीवार के ठीक ऊपरी सिरे पर पहुँच पाती है। यदि सीढ़ी 


इस समय दीवार से 60° का कोण बनाती है, तो दीवार की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 
II. ( + tan’0) (I - sinQ) (I + sin9) को सरल कीजिए। 


2. यदि 229 - ८०४२0 = 2 है, तो 6 का मान ज्ञात कीजिए। 


= 
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CoS? (45°+6)+cos” (45-06) 
tan (60°+ 0) tan (30°— 6) 





3. दर्शाइए कि = | है। 


4. ].5 मीटर ऊँचाई वाला एक प्रेक्षक 22 मीटर ऊँची एक मीनार से 20.5 मीटर की दूरी पर खड़ा 
है। प्रेक्षक की आँख से मीनार की चोटी का उन्नयन कोण निर्धारित कीजिए। 
5. दर्शाइए कि tan*9 + tan? = 5९०४७ - sec?9 है। 


(09) दीर्घ उत्तरीय प्रशन 
प्रतिदर्श प्रश्न | : त्रिज्या # का एक गोलाकार गुब्बारा एक प्रेक्षक की आँख पर कोण 6 अंतरित करता 
है। यदि इसके केद्र का उन्नयन कोण 0 है, तो गुब्बारे के केंद्र की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 


हल : आकृति 8.3 में, 0 गुब्बारे का केंद्र है, जिसकी त्रिज्या 0? = 7 और “7७७ = 6 है। साथ ही, 
/OAB = 0 है। 








आकृति 8.3 
मान लीजिए कि गुब्बारे के केंद्र की ऊँचाई # है। इस प्रकार, 08 = # है। 
0 7 s 
अब, 4047 से, आ। 7 = ठ ` जहाँ 04 = ध है। .() 
h 
साथ ही AOAB से, $n 0 = हा है। ...(2) 
h 
snp gq _h 
(।) और (2) से, हमें प्राप्त होता है: 0 7+ | » 
SIN — क 
2 धं 


या h=r sin ९ ०05९९ 3 
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प्रतिदर्श प्रशन 2: एक सीधी सड़क के ऊर्ध्वाधर ऊपर एक गुब्बारे से, किसी क्षण पर दो कारों के 
अवनमन कोण 45° और 60° प्राप्त किए गए हैं। यदि कारों के बीच की दूरी 00 है, तो गुब्बारे की 
ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 

हल : मान लीजिए कि गुब्बारे की ऊँचाई # मीटर है तथा ^ और 8 दो कारें हैं (देखिए आकृति 8.4)। 
इस प्रकार, AB = ।00 ॥ है। APA से, AQ = PQ = # है। 


5 
60° 


RS 


ड ff 
A_ I00m B Q 
eC: 

आकृति 8.4 


PQ > h 
अन ह न MN SN Ft 
अब, 0780 से, छु Q = tan 60 $ व्याः शत 


या / = /3 (7 -00) 
अतः, / I00¢3 50 (3+ 3 
*2 t= 4६, > I म ( Es 3 ) 


अतः, गुब्बारे की ऊँचाई 50 (3 + ,/3 ) ए है। 


प्रतिदर्श प्रशन 3 : किसी झील की सतह से # मीटर की ऊँचाई पर स्थित एक बिंदु से एक बादल 
का उन्नयन कोण 6 है तथा इसी बिंदु से झील में बादल के परावर्तन का अवनमन कोण 6 है। सिद्ध 
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कीजिए कि झील की सतह के ऊपर बादल की ऊँचाई # [] है। 
tan p—tan 0 


हल : मान लीजिए कि ? बादल है और ९ झील में बादल का परावर्तन है (देखिए आकृति 8.5)। मान 
लीजिए कि 4 प्रेक्षण का बिंदु इस प्रकार है कि ^B =# है। 


o> 
AF 
न्त 
| 
| 


आकृति 8.5 


मान लीजिए कि झील के ऊपर बादल की ऊँचाई + है। मान लीजिए कि ^. =  है। 








x—h 
अब, APA से, Fe 9 ...() 
x+h 
AQAL से, TF = tan) >) 
(।) और (2) से, हमें प्राप्त होता है : 
x+h_ tan) 
x—h tan9 
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2x_tanp+tand 
2h tanb—tand 





अतः, + = ॥ tan b+tand 


tan p—tan 0 


प्रश्‍नावली 8.4 


2 
p —l 
. यदि ८०९८0 + ८०000 = 7 है, तो सिद्ध कीजिए कि ८०७6 = ग्म ज है। 


> 


ie) 


. सिद्ध कीजिए कि sec? B+cosec?0 O+cosec”9 = tanB + cotd है। 


. किसी बिंदु से, एक मीनार की चोटी का उन्नयन कोण 30० है। यदि प्रेक्षक दीवार की ओर 20 
मीटर चलता है, तो उन्नयन कोण में 5° की वृद्धि हो जाती है। मीनार की ऊंचाई ज्ञात कीजिए। 


(५३ 


चीन 


॥ 
. यदि | + $¡n?0 = 3sin0 ००59 है, तो सिद्ध कीजिए कि ४200 =] या 7 है। 


. यदि $0 + 2८050 = | दिया दे, तो सिद्ध कीजिए कि 290 - ८०७9 = 2 है। 

. किसी मीनार के आधार से ५ और / की दूरियों पर स्थित दो बिंदुओं से मीनार की चोटी के उन्नयन 
कोण परस्पर पूरक हैं। सिद्ध कीजिए कि मीनार की ऊँचाई ,/5/ है। 

. एक समतल भूमि पर खड़ी मीनार की छाया की उस समय को लंबाई जब सूर्य का उन्नयन कोण 


30° है, उस समय की लंबाई से 50 ॥ अधिक है जब सूर्य का उन्नयन कोण 60° था। मीनार 
की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 


. एक ऊर्ध्वाघर मीनार एक क्षैतिज समतल पर खड़ी है तथा उस पर # ऊँचाई का एक ऊर्ध्वाधर 
ध्वज-दंड लगा हुआ है। समतल के किसी बिंदु से ध्वज-दंड के निचले और ऊपरी सिरों के 


SS | 


he 


=] 


जताई htano 
उन्नयन कोण क्रमशः ० और ठ हैं। सिद्ध कीजिए कि मीनार की ऊँचाई Ca) है। 


tanp—tan 0 


® 


/+] 
» यदि ३00 + 5००० = | है, तो सिद्ध कीजिए कि ५९८0 = ज है। 


0. यदि $09 + ००59 =? और ५९८ + ८०४९८0 = 4 है, तो सिद्ध कीजिए कि 4 (7? - ।) = 27 है। 
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।4. यदि ८ ऽ¡n9 + ४ ८०४0 = ८ है, तो सिद्ध कीजिए कि ८ ८०४0 - # ऽin9 = Ya +b? 4 +b-c? है। 


I+secO—tand ]-sinO 
I+secO+tand™ Cos6 


है। 


3. 30 ऊँची एक मीनार की चोटी का उसी समतल भूमि पर खड़ी मीनार के आधार से उन्नयन 
कोण 60° है तथा दूसरी मीनार की चोटी का पहली मीनार के आधार से उन्नयन कोण 30° है। 
दोनों मीनारों के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए तथा दूसरी मीनार की ऊँचाई भी ज्ञात कीजिए। 

4.॥ ऊँचाई की किसी मीनार की चोटी से दो वस्तुओं, जो मीनार के आधार वाली रेखा में स्थित 
हैं, के अवनमन कोण ७ और 9 (8 > ०) हैं। दोनों वस्तुओं के बीच की दूरी ज्ञात कीजिए। 

।5. एक सीढ़ी एक ऊर्ध्वांधर दीवार के सहारे टिकी हुई है तथा क्षैतिज से ७ कोण बनाती है। इसके 
निचले सिरे को दीवार से 7 दूरी अधिक पर कर दिया जाता है, जिससे सीढ़ी का ऊपरी सिरा 
दीवार पर 4 दूरी नीचे खिसक जाता है तथा उस समय सीढ़ी क्षेतिज से कोण $ बनाती है। दर्शाइए 


p _cosp—cosd 


2. सिद्ध कीजिए कि 





कि g sinaw-sinp है। 


6. किसी ऊर्ध्वाधर मीनार की चोटी का भूमि पर स्थित किसी बिंदु से उन्नयन कोण 60"है। पहले 
बिंदु से ।0 7 उर्ध्वाधरत: ऊपर एक अन्य बिंदु पर उसका उन्नयन कोण 45° है। मीनार की उँचाई 
ज्ञात कोजिए। 

7. किसी मकान की खिड़की भूमि से #7 की ऊँचाई पर है। इस खिड़की से, सड़क के दूसरी 
ओर स्थित एक अन्य मकान के शिखर और आधार के क्रमशः उन्नयन और अवनमन कोण ८ 
और ३ पाए जाते हैं। सिद्ध कीजिए कि दूसरे मकान की ऊँचाई # ( । + ० ०. ८०४ ) मीटर है। 

8. किसी मकान की निचली खिड़की भूमि से 27 की ऊँचाई पर है तथा उसकी ऊपरी खिड़की 
निचली खिड़की से ऊर्ध्वांधरतः 4 0 ऊपर है। किसी क्षण इन खिड़कियों से एक गुब्बारे के 
उन्नयन कोण क्रमशः 60° और 309प्रेक्षित किए गए। भूमि के ऊपर गुब्बारे की ऊँचाई ज्ञात कीजिए। 
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